Komplexe Zahlen:

Arithmetische Darstellung: z=a+bi a=Redteil,b=Imaginartdl;abl R
Gauld sche Zahlenebene: 5
j —arctané 9 r=+va?+b? a=rxos| ) b=r>sin( )
ag

Trigonometrische Darstellung:  z=r(cosj +isinj )
Exponentialform: z=r xe!
darausfolgt: e’ =cosj +sin;
Beziehungenin C: z=2,U a =a,undb, =b,
Addition/Subtraktion:  z +z, = (a, £bii)+(a, £ b,i)
Multiplikation: z,%2, = (a,a, - bb,)+(ab, - ba, )i =rr, %02
Division: 4 _aat bb, + (blaz 3 a1b2)i _nh gl 177 2)

ZZ a22 - b22 r'2
Potenzieren: z" =r"(cosj »n)+issin xn))=r" <"
Radizieren: 2k +2kp &0 id

\/__\/_g S(? p0+|>g§ pgg:Q/?@n

e 2 e N gg
Quantoren:
Allquator: "xI M:xhatE Existenzquator: $x1T M :xhat E
Mengen:
Vereinigungsmenge:. M =M,EM, b M ={m|mi M,Umi M,}
Schnittmenge: M=M,CM,bp M={m|mi M, Umi M,}
Differenzmenge: M=M\M, b M={m|mi M,Umi M,}
disunkte Menge: M,CM, =&
kartesischesProdukt: ~ M,” ...” M, ={(m,,...,m,)|m 1 A(L£i £n)}
Potenzmenge: P(A)={B|Bi A},d.h.P(A)ist dieMengealler Teilmengenvon A
Méchtigkeit von Mengen:
gleichmachtig: esgibt einebijektiveAbbildung f : X ® Y |X|=]Y|
endlich: esgibteinn,sodaR|X|=[{L...,n} =n
abzahlbar: X ist endlichoder esgilt|X| = |N| =
Eigenschaften von Relationen:
Relation: Ri X" X={(xy)|xyl X}x1 A&
linkstotal: U " a$h:aRb Bsp. alle Eingaben ain ein System
erzeugen eine Antwort b
rechtstotal : U " b$a:aRb Bsp. fir alle Datensitze b einer
(surjektiv) A Datenbank gibt es einen Suchwert a
bitotal: U Ristlinks- und rechtstotd
linkseindeutig: U "a,b,c:aRbUcRbP a=c Bsp. wenn a und c die gleiche Matrikel-
(injektiv) A . nummer b haben, muR a gleich ¢ sein
rechtseindeutig: U "a,b,c:aRbUaRcb b=c Bsp. eine bestimmte Eingabe a erzeugt
) immer eine bestimmte Ausgabe b

Funktion: RI1 A" Bistlinkstotal und rechtseindeutig Bsp. jedem Element aus A wird ein Wert

) aus B eindeutig zugeordnet
partiell definierte R A" Bist rechtseindeutig aber nicht linkstotal Bsp. f(a) ist fir ein Element a eindeutig
Funktion: bestimmt oder nicht definiert

eineindeutig: U Rist Funktion, linkseindeutig und rechtstotal A und B miissen gleich grof3 sein!
(bijektiv)



Klassifizierung von Relationen:

Aquivalenzrelation:
Halbordnung:
Ordung:

Aquivalenzklasse:

reflexiv. symmetrisch transitiv

xRxU " xI X fur" x" yl RausxRybP yRx ausxRyund yRzb xRz

reflexjv A antisymmetrisch transitiv

xRxU " xI X ausxRyundyRxbp x=vy aus xRy und yRz b xRz

irreflexiv transitiv connex

kein x| Rfur dasxRx ausxRyund yrRzb xRz XRy oder yRxoder x =y
[ ={yT X1(cy)l B Quotientenmenge: X /R={[u], |xI X}

Bild und Urbild einer Abbildung:

Bild: fur dieTeilmenge Al X heif}t f(a)={f(x):x] A} dasBildvon Aunter f
Urbild: fur dieTeilmenge B Y heifk f *(B)={x1 X: f(x)I B}dasUrbildvon B unter f
injektiv: f heitinjektiv,wenngilt: f(x) = f(x)P x = x'(Eindeutigkeit) (auch linkseindeutig)
surjektiv:  f heift surjektiv,wenngilt: f(X)=Y,d.h." xI X gibteseinyl Y (auch rechtstotal)
bijektiv f heil3t bijektiv, wenn f sowohl surjektiv alsauch injektiv ist (Eineindeutigkeit)
Algebraische Strukturen:
Halbgruppe: - Abgeschlossenheit der Struktur " x,yT M : x* yI M

-assoziativ:" xy,z1 M :x*(y*z)=(x*y)* z
Monoid: - Abgeschl ossenheit, assoziativ . A

- esgibt ein NeutralesElement (Einselement)el M :" xI M :e* x=x*e=x
Gruppe: - Abgeschlossenheit, assoziativ, neutral esElement

-fir jedesElementausM gibt esein Inversesxi M zuxi M :x* x=x*x=e
Abelsche Gruppe: - kommutative Gruppe " x,yT M :x* y=y*x
Modul: - additiv geschriebene Abelsche Gruppe

Homomorphismus:

| somorphismus:

Ringe/K Orper:

Unterstrukturen:

|deal:
Kongruenzklasse:

Nullelement:
Nullteiler:

Permutationen:

Permutation:
Zyklen:

Signum:

Erzeugendensystem:

-relationstreu f (x)f (R)f(y) 0 xRy " x,yl S," Rl Rela

- operationgreu f (x* y)= f(x)f (*)f(y) " x,yl S," *1 Oper
- surjektiveStrukturabbildung
-relationstreu f(x)f (R)f(y) 0 xRy " x,yT S

- operationdreu f(x* y)= f(x)f() (y ) X, Y

- bijd(tiveStrukturabblldung

-Struktur (R,+,2): (R, +)ist Modul und x>(y + z) =
-(R,¥ist Halbgruppe P Ring

-|R,¥ist Monoid P Ring mit Einselement
-|R,¥ist kommutativ P kommutativer Ring
-(R\{neutrales Element}, st kommutative Gruppe P K érper

- Unterhal bgruppen : (U, ) und (H, ) sind Halbgruppen;U i H;" uyvi U :uovi U

- Untergruppen : (U,o) und (G, ) sind Gruppen;U i G;" uvi U :uov*i U

_Unterring: (U,+,%) und (R+sind Ringe:U | K;(U +), (U ,9: Nachweis Unter(halb)gruppe
- Unterkorper : (Us+3 und (K+3sind Kerper;U | K (U,+),({U): Nachweis Untergruppe
(1,+,)ist 1deal von(M ,+,): (I ,+)Untergruqoevon(|v| A)und” xT M xsl i 1 U |

xRy O x+1=y+1:[yl ={x|xRy} ={x|x+1 =y+1}
-0l M,"xI M:o*x=x*0=0
-x1 0yt 01 M :x*y=y*x=o[niemalsin Gruppen]

"Rl Rela
15" *1 Oper

x>y+x:zU(y+2z)>x=y>x+z>xgilt.

fiN® N
2 34508 2 3 4 56_8 2 3 4 55_
2154780 542 3,6 45 2 15 1354
sgn(p) =-1™"™""™ 1 m,...m, = Anzahl der Elementeeines Zyklus

Untermenge der MengeU , die durch Verknupfung die Menge U bildet



Matrizen:

Matrix: oB, &, - 8,0

¢ -
A=cPr Bo v Bnsz(y ) mita T K (LEIEmMLE jEn) KistKorper
éam,l am2 am,na
Einheitsmatrix: a 0 - 06 Diagona matrix: @ O 06
¢ * | 2 0
Do daaaa)=E0 % O
C + g0 0 a, g
gO 0 - 1y
Nullmatrix: ® 0 - 00 obere & * . *p
% 0 ... o Dreiecksgestalt: S5 » -. 7
o=% . . I (andoguntere) & T T
G: : G: oo T
0 0 - Oy go 0 *
Rechnen mit Matrizen:
Gleichheit: A=(a;) =(b, )r,p =BU m=rUn=pUa =b, firl£i £mund1£ j £n
Addition: A+B=(a1-,,- +bivi)m'n und A- B:(ai,j - bl,j)m'n
Skalarmultiplikation: | A:(I ai‘j)m,n
Matrizen- b, +..+a,b, - a,b,+..+a,b, 0
multiplikation: ne=(a.) (b, _6&1’1 b e T BB N Pt : % nP o+
(nicht kommutativ!) =& Ot Jyp =6 N
gam,lbl,l +...t a1,nbn,l e am,lbl,p +...t am,nbn,p 1]
tl’anSpOI’llerte MaII’IX AT :(a.i’j)n,m m|t ali’j :aj,i eSgI|t (A+ B)T :AT +BT (aA)T :aAT (AT )T :A

Inverse Matrix: gilt nur fir AT K™ : AAT = ATA=E
Rang einer Matrix:  Zahl der linear unabhangigen Vektoren einer Matrix (Zeilenrang = Spaltenrang = rg(A, )

rg(A,) = n:Vektorensind linear unabhangig rg(A,) <n:Vektorensind linear abhangig
rglA, )t rglA, 'b) b Gleichungssystem hat keine Ldsung
rglA,) =rglA,'b) P rg(A,) =n:eneLbdsung bzw.rg(A,) < n: mehrereLdsungen

Determinante: Produkt der Hal bdiagonal elementeeiner Dreiecksmatrix (nur bei K™ ")

- Dreiecksmatrix konstruieren (GAUSS) und Hal bdiagonal elementemultiplizieren
- pivotisieren der Hauptiagonal elemente(AUSTAUSCH)
- Entwicklungssatz

det(A,)* O:linear unabhangig, d.h. eindeutige L dsung des Gleichungssystems; rg(A ;) = n
det(A, ) = 0: linear abhangig, d.h. Losung bildet Gerade oder Flache; rg(A ;) <n

Matrizen gréRer alsK ? 2 werdenin K ? 2 - Matrizen umgewandelt det%%l gg: ad - bc

Entwicklungssatz:

Regel von Sarrus: @, a, 8,0
gilt fir K - deta L T B AR, + a8,
. 2,1 2,2 23"
Qa a, a 3+ - a1,1a2,3a3,2 - a1,2a2,1a3,3 - a1,3a2,2a3,1
e%.1 2 33 Q0

Dimension: dim(A) =n- rg(A)

Kern: Urbild des Nullvektors: ker(j )={xT R"|AXx=6} j :R"—R" j (A)=Ax=y

Eigenwert einer @, - | &, - &, 0O

Matrix: - - ~ a a,-1 - a, -

(bei A= AT reel) Awv=1 w0 (A-1 xE)w=0:det(A- | xE)=det¢ “21  “22” " 2n =0
é a,, a, - a,-ly

AUSTAUSCH: APS APZ APZ APS

NE=AE- =222 NpzZ=""2= NPS=_-—2
APE APE APE



Graphentheorie:

Graph:

Adjazenzmatrix:

Isomorphie:

Analysis:
Folgen:

Konvergenz und
Divergenz:

Konvergenzkriterien:

(Rander betrachten!)

Monotonie:

Grenzwert:

bestimmte
Grenzwerte:

Stetigkeit:

Taylor-Polynom:
(ndherungsweise
Darstellung einer
Funktion)

endlicheStruktur : G =(V,R,,R,)

V: Mengeder Knoten
R, : Relation ungerichteter Kanten

R, : Relation gerichteter Kanten

schlichter Graph: - keine Schlingen und keine doppelten Kanten

A=(a ) a,; = Anzahl der Kanten zwischen Knoteni und j
keineSchlinge:a,; =0 Schlinge:a;; =2

identische Adjazenzmatrizen (Zeilen-, Spaltenvertauschungen maoglich)

Zahlenfolge: f:N® R (a,): f(n)=a, Funktion: f:R® R U

Permutation: f:N® N f:R"® R[V)f(x):y
kovergent : la,-afe U lima, =a
divergent : Funktion oder Folgeist nicht konvergent
bestimmt divergent : L!@rg a =¥
unbestimmt divergent :  keine klare Aussage moglich
Quotientenkriterium: Ii@rgh = gi-J g<l P konvergent
& i'/g >1 pb divergent
Wurzelkriterium !]ggq/m = g:Lg =1 P keine Aussage mogl., weiter betrachten!

Leipnitzkriterium:
Majorantenkriterium: |a,|£ L%c,| "n3n, c,istNullfolge L>0

a a
monoton wachsend: —*3 1 streng monoton wachsend: — >1

n an
a a
monoton fallend:: —1 £1 streng monoton fallend: <]
a

n n

limf(x)=a O fire>Oexistierteind(e,x,):|f(x)- a| £ e, fals|x- x| £d(e,x,)

X® X,

linksseitiger Grenzwert:  lim f(x)=a  rechtsseitiger Grenzwert : lim f(x)=a
x<x00 x>x00
uneigentlicher Grenzwert: ~ lim f (x) = +¥
. of . _P,(x .l  asinng
|Im(;§[+£9 =e limYn=1  lim i ):O limL = Ilmgsmgz
¥4 Ng ne® ¥ ey g ne¥ n" n®0ad N g
ims=0,a>0 limd-12 =1 jim% =0 IinFenlil=1
ne¥ n? ne¥ad nNg e ne¥ nl n®0a Ng
stetig : )I(E@rgf(xo):)l(g@rgf(xo): (Xo)
X<Xgy X>Xg

Licke: g, =g,,kein f(x,) Sprung: g, ! g

Polstelle: g, oder g, = +¥ osz.Unstetigkeitsstelle: g,, g, ex.nicht
f f" fr n
R, 00= 10a)+ 0 e MU M)

14 Pk g

P (%) =R, (x)

(x- x, )™ 0<J <1




Differential-/Integralrechnung:

spez. Ableitungen:

spez. Integrale:

Beweise:
Induktiver Beweis:

Indirekter Beweis:

Direkter Beweis;

f(x) f(x) f¢(x)
a 0 0
X" nx™* n(n- )x™?
sinx COSX - sinx
1 2 2
tan X S— =1+tan” x 2tanx>‘(1+tan x)
cos” X
. 1
arcsinx
1- x? (1 X )\/1 x?
-1
arccosx
1- x? (1 X )\/1 X
1 - 2X
arctan x 5 5
1+x (1+ xz)
a* a*Inx a*(Inx)?
e’ e’ e
og 1 1
: x¥{na x* ¥na
Inx 1 -1
X x?
P dx Cpdx =axx+C O dx = L ymivc
n+1
O-dx =Inx +C
Beh.: DieAussage A(n)gilt fir allenatiirlichen Zahlennmitn3 n,
Bew.: Ind.Anfang :A(no)ist richtig
Ind.Vorraussetzung:A(n)gelterrnT N mitn3 n
Ind.Schiu’: A(n)b A(n+1)
Beh.: AP B
Bew.: Annahme@(AP B)wirdegelten, d.h.esgilt (AUZB)

Diese Aussagefihrt man auf einen Widerspruch
B aus A hergeleitet

- Ersetzen von Adurch die Definition
- Umformung von Ain erlaubter Weise

Winkelfunktionen: 0° 30° 45° 60°

cosa +b) = cosla )cos(b ) - sinfa)sin(b) sn(x) Vo/2 V12 V2/2 3/2

sinfa +b) = cos(a )sin(b ) +sin(a )cos(b ) coflx) 4/2 3/2 2/2 1)2

an(x) 0 33 1 V3

Logische Umformungen:

K ontraposition: (Ap B)U (@Bb @A) Indirekter Beweis: a(Ap B)U (Ap (2B))

Doppelte Verneinung:  @(@A) 0 A (" x1 M:xhaE) O ($xT M :@(xhatE))
@($x1 M:xhatE) O (*xI M:@(xhaE))

Kommutativitdt: AUBU BUA AUBU BUA

Assoziativitst:  AU(BUC)U (AUB)UC AU(BUC)U (AUB)UC

Distributivitst: ~ AU(BUC) U (AUB)U(AUC) AU(BUC)U (AuB)U(AUC)

deMorgan: ?(AUB)U (@AUZB) ?(AUB)U (@AUZB)



Stochastik:

zufalliges Ereignis: - Ergebnis eines zufalligen Versuchs A = Pot(W)
elementares Ereignis: - prinzipiell mogliches Ereignis
sicheres Ereignis: -Wi A
s-Algebra: - (AJE,C) E :Summe von Ereignissen

C : Produkt von Ereignissen
Zufallsgrofe: - Funktion die jedem Elementarereignis eine reelle Zahl zuordnet

- Muss messbar sein

Wahrscheinlichkeit: - Funkti on die zufélligen Ereignissen eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 zuordnet

-Pg aPE)A(;AjzﬁEilj

i=1

- sicheres Ere|gn|s. 1= P(W)
- P(AEA)=P(A)+P(A)- P(ACA,)  P(ACA)=P(A)P,(A)

- P(a)=1- P(n)
Verteilungsfunktion: -Fot)=P(x<t) -¥£te¥ O0£F, ()€1 limF,(t)=0 limF,(t)=1
_ - P(t1£X<t2):Fx(t2)' FX(tl)

Varianz -2 =v(x) =(x - E(x)))
Zuverlassigkeitsfunktion: - R, (x)=1- P(X < x):l- Fy (x)
Konfidenzintervall: - P(p d,£p£p+d,)=1-a

diskrete Zufallsgrofien: stetige Zufallsgrofien:
Beschreibung: - abzahlbar viele Werte - Uberabzahlbar viele Werte

- linksseitig stetige Treppenfunktion - stetige Funktion
Wahrscheinlichkeit: - Einzelwahrscheinlichkeit: p, - Dichtefunktion: f, (x)

x+dx

P = P(X=x) (i=12.) Of x (X)ax = P(x £ X < x+dx)

anp =1 0£p £1 .

i=1

Ofx (XJax =1 f,(x)2 0
-¥
Vertellungsfunktion: t t

F)=8 P PLEX<t)= AP F ()= of(dx Pt £X <t,)= §f (X

X I<t t1£>|<I <t, ¥ t
p, = lim F, (x +h)- Fy(x) f(¥) = Fg(x)
Erwartungswert: ¥
0 m=E(X)=& xp m=E(X)= ¢yxf (x)dx
i ¥
Varianz: ¥
s?(X)=V(XP =a (- EX)xp s 2(X)=V(X) = gx- E(X)) xf, (x)ax
i -¥
Verteilungen:
Binomialverteilung: B(n, p) Anzahl der zum Ausschuss gehdrenden Einzelstiicke einer
Stichprobe
Null-Eins-Verteilung: B(n, p) n=1 Einmalige Stichprobe
Poissonverteilung: Poi (| ) radioaktiver Zerfall; Anzahl von Kunden, diein einer

Zeitperiode auf eine Bedienung warten
Hypergeometrische Verteilung:  Hy(N,M,n)  Anzahl defekter Bauteile, Anzahl von Platzwechseln

Exponentialverteilung: Exp(l ) Reparaturdauer, Zerfallszeit
Normalverteilung: N(ms ) Versuche, Messfehler
Standardnormalverteilung: N(02) X- 1

Standardisierung mit: y =



diskrete Verteilungen:

Parameter: Ei nzelwahrschei nlichkeit: Erwartungswert: Varianz
Binomial- n=12,... P(X k ) E(X) 2
verteilung: 0<p<1 gk - P =np s *(X)=np(L- p)
n = Anzahl der Gepriften p = Wahrscheinlickeit desEreignises k = Haufigkeit des Ereignises
Poisson- | X o
verteilung: | >0 P(x = k):F | E(x)=1 s *(x)=1
Hypergeome- _ aM N - Mo
trische Ver- N=12,... g ﬁ o M M M o
teilung: M=12..,N P(X=k)j=2-2_—_ 72 ko E(X)=n— )=n—&- =
aN o N Né Ng
n=212,...,N g x
Ng
n = Anzahl der Gepriften k = Anzahl der Gepriften mit Eigenschaft X
N = Gesamtanzahl M = Gesamtanzahl mit Eigenschaft X
a6_ n(n-1)(n- 2)...(n- k+1)
k,z, k!
stetige Verteilungen:
Parameter: Einzelwahrscheinlichkeit: Erwartungswert: Varianz
Exponential - il %™ x30 1 1
iluna: | >0 f (x)=1i E(X)== s ?(X)==
verteilung: x() :0 sonst ( ) | ( ) | 2
Normalvertellung: - ¥ <py<¥ (x-m)p?
()= 2 E(X)zm  s(x)=s?
Statistischer Test:
1. Aufstellen einer Null-/Alternativhypothese H, und Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit
2. Wahl einer geeigneten PriifgroRe U = U (Stichprobe) mit bekannter Verteilung
3. Ermittlung eines kritischen Bereichs K aus P(U T Ky, ):
zweiseitige Fragestellung: pgi‘,qs u,, 9=a einseitige Fragestellung: P?) 3 u/__a
4. Berechnung der Prufgrofie U anhand der konkreten Stichprobe
5. Entscheidung: UT K b H, wird abgelehnt; UT K P H, wird nicht abgelehnt
Numerik:
absoluter Fehler: Dx=X- x x=reder Wert X = Eingabewert
relativer Fehler: . DX _X-Xx , «
eX=—"= Z(x,y)=xoy:e* =c,e* +c,e’
X X
Berechnung des Interpolationspolynoms:
Interpolation: n _
P P(x)=q ax =a, +ax+a,x’+...+a x"
i=0
Lagrange: 0 4 x-
o P(=8 fx)L()  LK)=O2%
i=0 k=0 X - X
Newton: P00 =2y +a,(x- %)+, (x- %,)(x- %)+ + 2, (x- %, )%= x,)...(x- %)
fio.-f
= f f - f X, f — ik-1 i-1k-1
a'l i i,0 ( I) i,X Xi _ Xk
Neville: - - N P.,-P.
(@)=R[E)=p, Rozy R, x)
i i- ]




Matrix-Zerlequngen:

Cholesky: i1 1 s i-1 6
A=G'G Gii =4/&; - é. gk,i2 0, =—%Xa; - é. Oyi XD~
k=1 g, e k=1 [}
Househol der: AxX =b
Konstruktion einer Folge von Matrizen A = p, xA® Y aus A®) = A bis A¥ Dreiecksform
hat; mit p, =E- a, >xa® ><(U("))T, 0 =AY r e, AY ist der erste Spaltenvektor von
“ 5 - _isgn al(k) >1|'5&(k)|| ai(k) 10
AY) " k2,Wobe| M =0+ ) ) _
OF R =
LU-Zerlegung: Axx=b A=LU LXUxx=b
Usx=V lése Lxy=b

Lineare Optimierung
Simplexmethode:

n
— [o] . . . .
X=g cx P minimierenbzw.maximieren

AXED oder AX®*bh mit X320

1. Startlésung (erste zulassige Basisldsung)

Z® max bzw. z® min:z =-z® max
Nichtnegativitatsbedingung: %3 0, bei beliebigen x, :x, =x - X % ,% 30
Gleichungen: 4'X£b :a'%+u, =b bzw. a'%3b:4'%X-u =b mit u 30
b3 0,bel b<0 Multiplikation mit (- 1)

zu jeder Zeile und Spalte existieren eine Variable, die nur in dieser Zeile und Spalte
einmal auftritt und den K oeffizienten (+1) hat.

X\g = Nichtbasisvariablen

®o o T @

A X%+ ExX, =b° % =G
. ° %, = Basisvariablen 8
2. ZBL® ZBL mit AUSTAUSCH-Verfahren
NPE=—~ Npz=2PZ Nps=. APS \popap. APDAPS
APE APE APE APE

3. Optimalitatskriterium (fir ale Formkoeffizienten 3 0)
Auswahl des Pivotelements: - kleinster Formkoeffizient

- kleinster Quotient Q =b/PS , nur fir PS>0



